


                      Problemă propusă pentru clasa a IV a 
 
 
Suma a patru numere naturale este  2408.Aflaţi numerele ştiind că primele trei sunt pare 
consecutive , iar al patrulea este o treime din suma celorlalte trei. 
 
 
                                                            Marin Marcela , profesor , Rm. Sărat 
 
Soluţie 

 
 
 
Pentru a pune în evidenţă mai uşor o treime reprezentăm primul număr prin trei părţi egale. ( 3 pct)  
O treime din suma primelor trei este egală cu al doilea numar. ( 2 puncte  ) 
2408 - 8 = 2400  (suma celor 12 parţi egale) 
2400:12 = 200 
I = 200  3 = 600 
I = 600+2 = 602 
III = 602+2 = 604 
IV = II = 602 ( 2 puncte) 
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Problemă 1 pentru_Clasa a V-a,  

Dacă a  şi b  sunt cifre, atunci rezolvaţi ecuaţia 2))(( xbaabbaab  . 

D.M. Bătineţu-Giurgiu, Bucureşti şi Neculai Stanciu, Buzău 

 

Soluţie. Evident x este număr natural. Avem:       

                      ))((113)99)(1111())(( 2 bababababaabbaab  . 

Deci, 22 ))((113 xbaba  ; rezultă că 211))(( kbaba  , (1).  Deoarece a  şi b  sunt 

cifre, 10ba  şi rezultă că ba   nu poate fi multiplu de 11. Aşadar, ba   este multiplu de 11, 

dar cum 18ba , rezultă 11ba . Din (1) obţinem 2kba  , dar cum 10ba , obţinem 

 9,4,1k ; convine doar 1k , de unde 5,6  ba . 

 În concluzie, 2331219)5665)(5665(  . 

Obţinem singura soluţie: 33,5,6  xba . 

 

 



Problema (cl. V) Fie an = 20172017...2017︸ ︷︷ ︸
de n ori 2017

. Arătaţi că pentru oricare p

număr prim, p > 5, există un număr natural n astfel ı̂ncât p|an.

Costin Negrii, profesor, Bucureşti

Soluţie
Fie p este un număr prim mai mare ca 5 şi şirul de numere:
a1 = 2017, a2 = 20172017, ..., ap = 20172017...2017︸ ︷︷ ︸

de p ori 2017

.

Dacă există un număr natural nenul i ≤ p astfel ı̂ncât p|ai, atunci problema
este rezolvată.
Presupunem că nu există un astfel de i. Aşadar numerele a1, a2, ..., ap au
ca resturi posibile la ı̂mpărţirea cu p numerele 1, 2, 3, ..., p − 1, adică p − 1
resturi.
Conform principiului lui Dirichlet, având p numere şi p− 1 resturi, obţinem
că există 1 ≤ i < j ≤ p astfel ı̂ncât ai şi aj au acelaşi rest la ı̂mpărţirea la p.

În concluzie aj − ai = 20172017...2017︸ ︷︷ ︸
de j−i ori 2017

000....0︸ ︷︷ ︸
de 4i ori

= 20172017...2017︸ ︷︷ ︸
de j−i ori 2017

·104i este

divizibil cu p, cum p > 5 este număr prim, deci (p, 10) = 1, rezultă că
p | 20172017...2017︸ ︷︷ ︸

de j−i ori 2017

.
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Problema 3 

 

          Să se arate că numărul  20172017    se poate scrie atât ca o sumă de două 

pătrate perfecte cât şi ca o diferenţă de două pătrate perfecte. 

 

                                                                                   Marin Simion, Rm. Sărat 

                                                                                  Costin Negrii, Bucureşti 

 

 

Solutie 

Il vom scrie mai intai pe 2017 atât ca o sumă de două pătrate perfecte cât şi 

ca o diferenţă de două pătrate perfecte. 

 

a) Cum ultima cifra a unui patrat )( 2xU ∈ {0,1,4,5,6,9} pentru orice x ∈ N, 

observam ca ultima cifra celor doua patrate trebuie sa fie 1 si 6.....0.5 puncte 

Pentru x = 1, atunci 2y  = 2017 − 21   = 2016 ⇒ contradictie........... 0.5 puncte 

Pentru x = 9, avem 2y  = 2017− 29  = 1936 ⇒ y = 44, asadar  

2017 =  29 + 244 .. ...............................................................................1 punct 
210082100822201620162017 )442017()92017()449(2017201720172017  . 

............................................................................................................2 puncte 

b) 
2222 10081009100810091008100810091009)10081009)(10081009(120172017 

............................................................................................................2 puncte 
210082100822201620162017 )10082017()10092017()10081009(2017201720172017 

............................................................................................................1 punct 



Problema 1 

1. Știind că:                                                                                                 
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Rezolvare:  
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Problema (cl. VI)
Fie M = {x1, x2, ..., xn} ⊂ N, n ≥ 2, unde x2

k + 1 ≤ xk−1 · xk pentru orice k
natural, 2 ≤ k ≤ n.
a) Arătaţi că 0 /∈M .
b) Ordonaţi crescător elementele mulţimii M .
c) Dacă media aritmetică a tuturor elementelor lui M este 2017, arătaţi că
x1 > 2017.

Costin Negrii, profesor, Bucureşti

Soluţie
a) Din x2

k +1 ≤ xk−1 ·xk ⇒ 1 ≤ xk−1 ·xk−x2
k = xk(xk−1−xk), xk, xk−1 ∈M .

Dacă xk = 0, atunci obţinem că 1 ≤ 0, contradicţie.
b) Dacă xk−1 − xk ≤ 0, atunci xk · (xk−1 − xk) ≤ 0, dar 1 ≤ xk · (xk−1 − xk),
aşadar xk−1 > xk pentru orice k natural, 2 ≤ k ≤ n.
Deci xn < xn−1 < ... < x1.
c) Din xn < xn−1 < ... < x1 ⇒ x1 +x2 + ...+xn < x1 + x1 + ... + x1︸ ︷︷ ︸

de n ori

= n ·x1.

Împărţim inegalitatea obţinută prin n(n ≥ 2) şi obţinem:

x1 + x2 + ... + xn

n
< x1 ⇔ ma < x1.

Cum ma = 2017, rezultă concluzia.
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Problema 3        

 

      În triunghiul ABC  cu ][][ ACAB   şi 100)( Am  considerăm punctele 

punctele  )(BCM  şi )(ABN  astfel încât ][][ BABM  şi ][][ CMBN  . 

Determinaţi măsura unghiului BNM . 

                                                                                                                                      

Constantin Apostol, Rm. Sărat 

                                                                            

Solutie  

 

 
 





Problema 1 

Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia: 

 

 
(  

 

 
)+

 

 
(  

 

 
)  

 

 
(  

 

 
)  

  

   
  ,  unde x, y, z sunt numere naturale 

nenule. 

 

Rezolvare: 

Se aduce la forma: xyz+xy+xz+yz+x+y+z=29  /+1     (1p) 

Grupam si dam factor comun: xy(z+1)+x(z+1)+y(z+1)+(z+1)=30= 

(z+1)(xy+x+y+1)=30         (2p) 

(z+1)(x+1)(y+1)=30         (2p) 

(x, y, z) {(1;2;4);(2;1;4); (4;1;2); (1;4;2); (2;4;1); (4;2;1)}                              (2p) 

 





Problema 3 

 

Alex și Cristi joacă de mai multe ori un joc în urma căruia câștigătorul primește x 

puncte , iar cel care pierde primește y puncte (x,y- naturale nenule, x>y). Dacă scorul 

final este 147-123 în favoarea lui Alex, iar Cristi a câștigat 6 partide, aflați numerele 

x și y. 

 

Soluție: Dacă notăm cu a numărul partidelor câștigate de Alex , avem: 

ax+6y=147,  6x+ay=123, de unde prin însumarea celor două relații obținem:  

(a+6)(x+y)=270. Având în vedere că a+6≥13 și x+y≥3, rezultă că a+6=90 și x+y=3 sau  

a+6=54 și x+y=5 sau a+6=45 și x+y=6 sau a+6=27 și x+y=10 sau a+6=18 și x+y=15 sau 

a+6=15 și x+y=18 sau x+6=30 și x+y=9. 

Dacă a=84 sau a=48 sau a=12 sau a=24, atunci ax+6y este un număr par , deci diferit de 147, 

deci aceste situații nu convin. 

Analizăm cazurile rămase: 

I) a+6=45→a=39; x=6−y→ 39(6−y)+6y=147→
87

33
y     

II) a+6=27→a=21; x=10−y→21(10−y)+6y=147→
63

15
y     

III) a+6=15→a=9; x=18−y→9(18−y)+6y=147→y=5; x=13. (soluția problemei). 

 

 





Problema 2 

Să se determine minimul expresiilor: 

a) E(x,y) =                   

b) E(x,y) =                      . 

Pentru ce valori ale lui x și y sunt atinse aceste minime? 

 

Rezolvare 

a) E(x,y) =           (       )     

= (    )   (   )       (
 

 
   )                                      

                  (1p)                          (1p)       (1p) 

b) E(x,y) =       (   )            = 

  (  )       (   )  (   )             (   )   

 (      )              

 (      )   (       )     

 (      )   (   )                    (2p) 

Valoarea minimă este atinsă când  

{
     

        
 , de unde rezultă y =   – 1 și x = 0.      (2p) 

 

 

 

 



.Problema 3 

O prismǎ dreaptǎ ABCA’B’C’are bazele triunghiuri echilaterale cu 

laturile de lungime a (a>0). Ştiind cǎ AB’ şi BC’ sunt perpendiculare, 

aflaţi volumul şi aria totalǎ a  prismei. 

Soluţie: 

                                          
Se prelungeşte latura [BC] cu [BD] astfel ca BD=BC=B’C’; [BD]||[B’C’], deci 

B’C’BD este paralelogram, de unde rezultǎ cǎ B’D=C’B=AB’; 

       90DAB'mBC',AB'm . 

În ACD : [AB] este medianǎ şi AB=
2

CD
, deci ACD  este dr.; aplicând T.lui 

Pitagora se obţine cǎ AD= 3a  şi din triunghiul dr. isoscel B’AD se obţine 

cǎ  

AB’=
3

6a
; aplicând T. lui Pitagora în ABB'  se obţine BB’=

2

2a
. 

 
.

8

6
;

2

323 32 a
V

a
At 


  

 

C’ 

B’ A’ 

D 

C 

B A 





Problema 2 

Fie funcția     {      }    cu proprietatea că   ( )   (
   

   
)    

 

 
 ,oricare ar fi x   {      }. 

Să se calculeze: 

∑(
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Rezolvare 

x  
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Adunând relațiile (1) și (2) obținem: 
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Problemă  pentru Clasa a XI-a 
 

Să se calculeze 
1

3

!)!12(

!...!3!2
lim

 


n

n n

n n

n
. 

D.M. Bătineţu-Giurgiu, Bucureşti şi Neculai Stanciu, Buzău 
 

 
 

Solution.  


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Din (1), (2) şi (3) obţinem 
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Clasa a XI-a 

Să se rezolve în 2M (R) ecuaţia : .
128

642018









X  

                                                                                                                         Antohe Florin, profesor Galat 

Soluţie : 

det( 2018X )=0 , 0)(det 2018 X  de unde det X=0. 

Fie 









dc

ba
X , det(X)=a∙d-b∙c=0. 

Din relaţia Cayley-Hamilton , rezultă : 
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TrA
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daX 201720172018 )(  

Obţinem sistemul: 
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
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Din prima şi ultima ecuaţie rezultă că: 16)( 2018  da , de unde 2018

1

16 da , sau 2018

1

16 da   

deci pda  2018

2017
2017 16)(  sau 

pda  2018

2017
2017 16)(  

Înlocuind în cele patru relaţii obţinem : 

p
d

p
c

p
b

p
a

12
;

8
;

6
;

4
  sau 

p
d

p
c

p
b

p
a

12
;

8
;

6
;

4
  

Deci soluţia ecuaţiei este : ,
128

641









p

X  sau 









128

641

p
X . 

Antohe Florin, profesor Galati 
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