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Problema propusa pentru clasa a IV a

Suma a patru numere naturale este 2408.Aflati numerele stiind ca primele trei sunt pare
consecutive , iar al patrulea este o treime din suma celorlalte trei.

Marin Marcela , profesor , Rm. Sarat

Solutie L

I | | |
| | | |,
| | | ||

I | | |

2 2
- | | | L1 2408

| | | T |

vV | | 2|
| | | 1 _

Pentru a pune 1n evidentd mai usor o treime reprezentam primul numar prin trei parti egale. ( 3 pct)
O treime din suma primelor trei este egala cu al doilea numar. ( 2 puncte )
2408 - 8 = 2400 (suma celor 12 parti egale)

2400:12 =200
[=200-3 =600
[=600+2 =602

1 = 602+2 = 604
IV =11 =602 ( 2 puncte)



ﬁ
Problema X. )
Solufie. a) Aranjdm termenii sirului céte trei, pe linii:

1 4 7

g 11 14
15 18 21
22 -23 - 28
74" S

Urmarind coloanele de mai sus, observam cd pe fiecare coloand fiecare numar este

cu 7 mai mare decét precedentul. Prin urmare, urmatorii 4 termeni ai sirului sunt 32, 35, 36,
39

b) Deoarece 2016:3 =672, deducem cé trebuie sd avem 672 linii complete.
..................... 5 puncte

Urmarim acum numai ultima coloand (coloana pe care se afla al 2016-lea termen al sirului) si
obtinem sirul 7, 14, 21, 28, ...., x, unde x este al 672-lea termen. Observdm ci fiecare
termen creste cu 7 fatd de precedentul, deci pentru a determina pozitia n sir trebuie s3
fmpdr{im termenii sirului la 7. Avem ca:

T:7=1
14:7=2
2177 =3
28:7=4
x:7=672

Deci, x=672x7 =4704.

Prin urmare, al 2016-lea termen al sirului dat initial in problema este 4704.

/}(E (3@ L&VF [G’VVVL@/’ “Qﬁﬁ 4%05,' .Z’puncte

oooooooooooooooooooo

¢) Deoarece 100:3 =33 rest 1, deducem ca vor fi 33 de linii complete si incd un termen de
pe linia 34. Avéand in vedere regula dedusa la subpunctul b) obtinem ca ultimul numar de pe
linia 34 este 34x7 =238, iar celelalte numere de pe linia 34 sunt 238 -6 =232 si

238 -3 =235. Deci, pe linia 34 sunt numerele 232, 235, 238, iar numerele de pe linia 33 sunt
232-71=225, 235-7=1228, 238-7=231]



Noténd cu §, suma numerelor de pe linia n configuratia tabelului va fi:

1 4 7 S, =12

8 11 14 S, =33
15 18 21 S, =54
2 25 28 S, =175
29 32 35 S, =96
225 228 231 Sy, = 684
. S

Mai intdi calculam suma A =12+33+54+...+ 684, care are 33 de de termeni corespunzitori
celor 33 de linii si fiecare termen este cu 21 mai mare decat precedentul.

A= 12+ 33+ 54+..+642+663+684
A=684+663+642+...+ 54+ 33+ 12

2XA=696+696+696+...+ 696 +696 + 696

de 33 ori

Deci, 2Xx A =696x33
A=696x33:2
A=11484

Prin urmare, S =(12+33+54+..+684)+232=11484+232=11716

..................... lpuncte

Raspuns:
a) 32,35, 36, 39
b) 4704
c) 11716



Problema 1 pentru_Clasa a V-a,
Daci a si b sunt cifre, atunci rezolvati ecuatia (ab +ba)(ab—ba) = x*.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Solutie. Evident x este numar natural. Avem:

(ab +ba)(ab —ba) = (11a +11b)(9a —9b) = 3% -11-(a+b)(a—b) .
Deci, 3°-11-(a+b)(a—b) = x*; rezultd ca (a+b)(a—b) =11-k?, (1). Deoarece a si b sunt
cifre, a—b <10 si rezultd ca a—b nu poate fi multiplu de 11. Asadar, a+b este multiplu de 11,
dar cum a+b <18, rezulti a+b=11. Din (1) obtinem a—b=k?, dar cum a—b <10, obtinem
k e {1,4,9}; convine doar k =1, de unde a=6,b=5.
Tn concluzie, (65—56)(65+56) =9-121=233%.
Obtinem singura solutie: a =6,b =5,x =33.



Problema (cl. V) Fie a,, = 20172017...2017. Aratati ca pentru oricare p

de n ori 2017
numar prim, p > 5, exista un numar natural n astfel incat p|a,.

Costin Negrii, profesor, Bucuresti

Solutie
Fie p este un numar prim mai mare ca 5 si girul de numere:
a; = 2017, ay = 20172017, ..., a, = 20172017...2017.
de p c:rri 2017

Daca exista un numar natural nenul ¢ < p astfel incat p|a;, atunci problema
este rezolvata.
Presupunem ca nu exista un astfel de ¢. Asadar numerele a;, ao,...,a, au
ca resturi posibile la impartirea cu p numerele 1,2,3,...,p — 1, adica p — 1
resturi.
Conform principiului lui Dirichlet, avand p numere si p — 1 resturi, obtinem
ca exista 1 <17 < j < p astfel incat a; si a; au acelasi rest la impartirea la p.
In concluzie a; — a; = 20172017...2017000....0 = \2017201(7...201@104" este

de j—i ori 2017  de 4i ort de j—i ori 2017
divizibil cu p, cum p > 5 este numar prim, deci (p,10) = 1, rezulta ca
p | 20172017...2017.

~
de j—i ori 2017




Problema 3

Sa se arate ca numarul 2017°°"" se poate scrie atat ca o suma de doua
patrate perfecte cat si ca o diferentd de doua patrate perfecte.

Marin Simion, Rm. Sarat
Costin Negrii, Bucuresti

Solutie

Il vom scrie mai intai pe 2017 atat ca o suma de doua patrate perfecte cat si
ca o diferentd de doua patrate perfecte.

a) Cum ultima cifra a unui patrat U (x*) € {0,1,4,5,6,9} pentru orice x € N,
observam ca ultima cifra celor doua patrate trebuie sa fie 1 si 6.....0.5 puncte

Pentru x = 1, atunci y* =2017 — 1° = 2016 = contradictie........... 0.5 puncte

Pentru x =9, avem y?* =2017—9* = 1936 = y = 44, asadar

2017 = 92447 .. oo 1 punct

2017°°1 =2017°°*°. 2017 = 2017°°*%(9% + 44%) = (2017*°°°- 9)* + (2017"°°- 44)*
............................................................................................................ 2 puncte

b)

2017 = 2017-1= (1009 +1008)(1009 —1008) =1009° —1009-1008 +1008-1009—1008> =1009* —1008*
............................................................................................................ 2 puncte

2017°°Y" = 2017°°'°. 2017 = 2017°°*%(1009° —1008?) = (2017"°°®.1009) — (2017"°°®.1008)°



Problema 1

1. Stiind ca:

2017-1 2017-2 2017-3 2017-4 2017-5 2017-6 2017-7 2017-8
+ + + + + + + = 14119
S+1 P+2 E+3 R+4 A+5 N+6 T+7 E+8

S P E R A N T E

, aflati: t—=t-—=t——t—t—t=+—==?
’ S+1 P+2 E+3 R+4  A+5 N+6 T+7 E+8

Rezolvare:

2017-(5114- 2 43 4 * 5 46 7 8 ) - 14119|-+2017

P+2 E+3 R+4 A+5 N+6 T+7 E+8
1,2 3 4 5 6 7 8
S+1 P+2 E+3 R+4 A+5 N+6 T+7 E+8

s , P  E R A N T  E _
S+1 P+2 E+3 R+4 A+5 N+6 T+7 E+8

_S+1—1+P+2—2+E+3—3+R+4—4+A+5—5+N+6—6+T+7—7
- S+1 P+2 E+3 R+ 4 A+5 N+6 T+7

E+8-8
E+8
=1 + 2 +1 £ +1 +1 > +1 ©
S+1 P+2 E+3 R+4 A+5 N+6
7 8
1 — —— _
+ T+7+ E+8

=8 (1 I S S S I 8)
B S+1 P+2 E+3 R+4 A+5 N+6 T+7 E+8
=8-7=1



Problema (cl. VI)

Fie M = {z1,73,....,2,} CN, n > 2 unde 27 + 1 < x}_; - 7 pentru orice k
natural, 2 < k <n.

a) Aratati ca 0 ¢ M.

b) Ordonati crescator elementele multimii M.

¢) Daca media aritmetica a tuturor elementelor lui M este 2017, aratati ca
xp > 2017.

Costin Negrii, profesor, Bucuresti

Solutie

a) Din a2 +1 < w2 = 1 < a1 -7 — 22 = 2p(T)1 — T1), Tpy Tp1 € M.
Daca x; = 0, atunci obtinem ca 1 < 0, contradictie.

b) Daca zp_1 — xx <0, atunci xy - (vp_1 — xx) <0, dar 1 < xp - (xp_1 — xp),
asadar xy_; > xj pentru orice k natural, 2 < k < n.

Deci x, < 1 < ... < 21.

¢c)Dinz, <z, 1 <..<x1=>21+T2+.. 413, < T1+ T+ T =0T

de n ori

Impértim inegalitatea obtinutd prin n(n > 2) si obtinem:

l’1+$2—|—+$n
n

< T &= Mg < 7.

Cum m, = 2017, rezulta concluzia.



Problema 3

Tn triunghiul ABC cu [AB]=[AC] si m(£A) =100" consideram punctele
punctele M <(BC)si N e (AB) astfel incat [BM]=[BA]si [BN]=[CM].
Determinati masura unghiului BNM .

| Constantin Apostol, Rm. Sarat |

Solutie



B M C

Solutte. Unind A cu M avem ABMN=ACAM ([BM]=[AB] = [AC],
[BN] = [CM] si «NBM = <MCA), de unde deducem [AM] = [NM].
Dacd notdm m(xBMN) = a, atunci m(<MAC) = a g5i m(XMNA) =
= m(XNAM) = 100° — o. Deoarece unghiul MNA este unghi exterior
triughiului BM'N putem scrie 100° — a = 40° + o, de unde o = 30° si de aici
m(<BNM) = 110°.

SR -4 4 A £ e | s £ - al | R ., o P e



Problema 1
Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia:

i(l + %)% (1 + i) +§(1 + %) = xz—ygz — 1, unde X, y, z sunt numere naturale
nenule.

Rezolvare:

Se aduce la forma: xyz+xy+xz+yz+x+y+z=29 /+1 (1p)
Grupam si dam factor comun: xy(z+1)+x(z+1)+y(z+1)+(z+1)=30=
(z+1)(xy+x+y+1)=30 (2p)
(z+1)(x+1)(y+1)=30 (2p)

X, Y, 2)€{(1;2;4);(2;1;4); (4;1;2); (1;4;2); (2;4;1); (4;2;1)} (2p)



Problema 2

In triunghiul ascutitunghic ABC construim AD 1 BC, cu D e BC. Fie punctul M e(AC)
astfel incdt AM =2-MC. Fie N proiectia lui M pe AD. Demonstrati cd daca
[BD]=[DN]=[NM] atunci m(BAC )=45°.

Solutie

Notam BD=DN=NM =a.
MN || CD (perpendiculare pe aceeasi dreaptd). Din Teorema lui Thales in A ADC' rezulta

MC ND
Construim punctul P, simetricul lui M fatd de N. Rezultd PM =2a si BDNP patrat de latura
a.Deci BP=asi m(BPM ) =90°.

ABPM =AMNA (cazul C.C.) = [BM]E[]\/M] si BMP complementar cu AMN , de
unde rezulta m(B]\M )z 90°. Deci A BMA este dreptunghic si isoscel, deci m(BAC )z 45°.



Problema 3

Alex si Cristi joacd de mai multe ori un joc in urma caruia castigatorul primeste x
puncte , iar cel care pierde primeste y puncte (X,y- naturale nenule, x>y). Dacd scorul
final este 147-123 in favoarea lui Alex, iar Cristi a castigat 6 partide, aflati numerele
X sly.

Solutie: Daca notam cu a numarul partidelor castigate de Alex , avem:

ax+oy=147, 6x+ay=123, de unde prin insumarea celor doua relatii obtinem:

(at6)(x+y)=270. Avand in vedere cd a+6>13 si x+y>3, rezultd ca a+6=90 si x+y=3 sau
a+6=54 si x+y=5 sau a+6=45 si x+y=6 sau a+6=27 si x+y=10 sau a+6=18 si x+y=15 sau
a+6=15 si x+y=18 sau x+6=30 si x+y=9.

Daca a=84 sau a=48 sau a=12 sau a=24, atunci ax+6y este un numar par , deci diferit de 147,
deci aceste situatii nu convin.

Analizam cazurile ramase:

) at6=45—a=39; x=6—y— 39(6—y)+6y=147—y = % ¢!l

) at6=27—a=21; x=10—y—21(10—y)+6y=147T—y = % gl

)  at6=15—a=9; x=18—-y—9(18—y)+6y=147—y=5; x=13. (solutia problemei).
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Problema 2

Sa se determine minimul expresiilor:

a) E(x,y) = 4x? + 8y? —4x + 16y + 11

b) E(x,y) = 4x% + 8y% — 4xy — 4x + 16y + 11.

Pentru ce valori ale lui x si y sunt atinse aceste minime?

Rezolvare
Q) E(xy)=4x* —4x+1+8(@*+2y+ 1) +2=
=(2x—1)2+8(y+1)2+2>2 =EG,—1)

(1p) (1p)  (p)
b) E(x,y) = 4x% — 4x(y + 1) + 8y? + 16y + 11=
=2x)?=22x-(y+ D+ @@+ 1D?*+8y*+16y+11—(y + 1)? =
=Qx—y—-12?+7y*+ 14y + 10 =
=Qx—y—-1?+70*+2y+1)+3=
=Q2x—-y—-12?+7(y+1)?+3 =3 (2p)
Valoarea minima este atinsa cand

{ y+1=0

zx_y_1=0,deunderezultay= —-1six=0. (2p)



.Problema 3
O prisma dreapta ABCA’B’C’are bazele triunghiuri echilaterale cu
laturile de lungime a (a>0). Stiind ca AB’ si BC’ sunt perpendiculare,
aflati volumul si aria totald a prismei.
Solutie:

D

Se prelungeste latura [BC] cu [BD] astfel ca BD=BC=B’C’; [BD]||[B’C’], deci
B’C’BD este paralelogram, de unde rezultd cd B’ D=C’B=AB’;
m(£(AB',BC')) = m(£(AB'D))=90°.

Tn aacp: [AB] este mediani si AB=C—2D, deci aAacD este dr.; aplicand T.lui

Pitagora se obtine ci AD=a+/3 si din triunghiul dr. isoscel B’AD se obtine
ca

AB’= a‘/_ ; aplicand T. lui Pitagorain AABB' se obtine BB’= a‘/—
3
A - (3\/;+\/§);V=ag/5_
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Problema 2

Fie functia f: R\{—1,0,1} - R cu proprietateacd 2f(x) — f (1+x) =x— % ,oricare ar fi xeR\{—1,0,1}.

Sa se calculeze:

Z (k4 + 1) f (k)

=
Rezolvare

x -T2 reqults 2f (12) - (1) = 1= — 1=

2f (B2) - F@) = 2= (1) (2p)
40 -2f (15) =2x = (2

Adunand relatiile (1) si (2) obtinem:

3 =2x-tegh=2- () =2 (53) @
Z(k4+1) f) = Z(k 1)(k+1)k Z( —1_1%1)%:

k=2

(2p)

kzzz((k—nk k(kl-l- 1)) (1%2 _2%3+2?3_3?4+m+(n—11)n_n(n1+ 1) -

(1p)
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Enunt:

Sd se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: (2" -3.2 ) X+27=2"=3x7 —4x.

Prof. Ovidiu Tditan, Rdmnicu Sarat

Solutie:

Ecuatia se poate scrie:
2° (x—l)+2_x (1—3x)—3x2 +4x=0=>2" (x—l)+2’x (1—3x)+(x—1)(3x—1)+1 =0.

Notand 2* =y >0,a=x—-1,b=1-3x ecuatia devine: ay+é+ab+1:0 de unde rezulta ca
y
ay2+(ab+1)y+b:0:>ay(y+b)+(y+b):O:>(ay+1)(y+b):O:>y1:—l,aio,yzz—b.
a

Revenind la substitutii:
e daca a=0= x=1 valoare ce verifica si ecuatia initiala;
< 1 - R
e dacd a#0=>2"=———=2"=1-x=x =0,x, =—1,ecuatia avand exact
x-1
cele doua solutii, deoarece intersectia dintre graficul unei functii convexe si a
unei functii liniare poate avea cel mult doud puncte .

Pentru ecuatia y =—b = 2" =3x—-1= x, =1,x, =3 acestea fiind singurele solutii din aceleasi
considerente ca mai sus.

In concluzie, ecuatia are 4 solutii reale x € {—l, 0,1, 3} .
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Problema pentru Clasa a XI-a

) a2
Sa se calculeze lim .
noo ndll(2p + 1))

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Solution.

A2 B Q/\/2!-3\/§-...'”«/n! n+l "
lim . . , (1).
n—0 n+l[(2n + 1) n—)oo "+11[ (2"1 + 1)!! n+ 1

1/(2n—1)” /(2n 1)u MR
a o (n+1)™ Qn-nlt)

:lim2n+l[ n J :_’(2)_
e

e p+l \n+l
\/\/_' %/_ At \/\/_' %/_ At V2B D n' _
pare e n->e (n+1)"+l V213031
m [ J R e
T i
Din (1), (2) si (3) obtinem lim V2L Al _L.e 1=i.
00 nm e’ 2 2e



Clasa a Xl-a

4 6
Sa se rezolve in M, (R) ecuatia : X2 = (8 12}

Antohe Florin, profesor Galat

Solutie :

det( X *"*)=0, (det X)*'"® =0 de unde det X=0.
a b

Fie X :( j, det(X)=a-d-b-c=0.
c d

Din relatia Cayley-Hamilton , rezulta :

b b
Y208 (a +d)2017 (j dj _ (TrA)2017 (Cl j

c d

Obtinem sistemul:

(a+d)" " a=4
(a+d)*"b=6
(a+d)*"c=8
(a+d)*"d =12
1 1

Din prima si ultima ecuatie rezultd ci: (a+d)**"® =16, de unde a+d = 16218 sau a+d =—1620%

2017
deci (a+d)*7 =168 = p sau

2017

(a+d)™ =-162"% = —p

nlocuind in cele patru relatii obtinem :

azi;b:
p

Antohe Florin, profesor Galati
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Problema propusi pentru clasa a XII-a

Enunt:
< ; 1 1 1 1
Sa se calculeze: lim e il
2n+— 2n+>= 2n+— 2,,,4_(_2&’:,1
3 7 9 2n+3
Ovidiu Tdtan, Rdmnicu Séirat
Solutie:

lim l + ] + : o — 1 = lim ! ! + : + +—~———~l———-—— =
e 2 2 PR S 2 2 2 |7
2n+=— 2n+=— 2n+2L 2n+£%ﬁiLL &R 1+~§~ﬂ 1+—é—— +_L§119__

2n+3 5:2n 7-2n (2n+3)-2n

1. 1 1 1., Bsid 1 1 1 1 ,
=—1 _E —_ =] _E iy = | +1 =In+2 .
2mn & o (2k+1)° 2o ( ) e g Bl

k=1 k=1 1+§k 201+x
2n(2k+3)
unde

1 1 2 n _ (2k+1)°

: =— A, =l 0<—<Z<.. <21 =08 =21

# ULU-»D,/(x) 1+x’A" (O<n<:n< <n )’ggﬂAnH & 22k +3)
2
Cum k—1<(2k+1)

s k-1 k -
et & S W Y == |, e (O W= 1
2(2k+3)< ( ) nzjfke[ n nJ( ) "
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